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Als Folge der Entropieformel (22a) tritt eine
geringfiigige Entropievermehrung auf, wenn zwei
Gesamtheiten gleicher Temperatur in Warme-
kontakt gebracht werden; in der Naherungsformel
(22b) driickt sich das in der Nichtlinearitit des
eingeklammerten Gliedes aus. Der Effekt ver-
schwindet also mit zunehmender Teilchenzahl.
Die Entropiezunahme entspricht der Unméglich-
keit, die Vereinigung von Gesamtheiten quasi-
statisch durchzufiihren, da das die Aufrechterhal-
tung des ergodischen Charakters jeder Gesamt-
heit fiir sich voraussetzen wiirde. Die Vereini-
gung ist dementsprechend auch nicht reversibel,
da bei der Trennung eine Energiestreuung auf-
tritt, wie sie oben (S. 357) berechnet wurde.

Ergebnis

Das Ziel dieser Untersuchung ist nicht die Ver-
schéirfung der iiblichen statistischen Formeln fiir
Gesamtheiten aus wenigen Teilchen. (Die z. B.
bei der Energieverteilung (17) oder der Entropie-
formel (22, 22a) gefundene Abweichung ver-
schwindet fiir grofle Teilchenzahlen und ist fiir
kleine von der strengen Giiltigkeit der Ergoden-
hypothese abhingig.) Es sollte vielmehr gezeigt
werden, dal eine Reihe zur statistischen Begriin-
dung der Thermodynamik fiir notig gehaltener
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Voraussetzungen iiberfliissig ist: Es ist keines-
wegs grundsdtzlich erforderlich, daff Gesamthei-
ten aus sehr vielen (,unendlich vielen“) Einzel-
teilchen betrachtet werden, oder daf diese alle,
oder ein Teil als gleich vorausgesetzt werden, um
thermodynamische GréBen einzufiihren. Es ist
auch keineswegs notig, Einteilungen des Phasen-
raumes zur Definition von Komplexionen-Anzah-
len vorzunehmen, sondern bereits aus rein klassi-
schen, stetigen Ansétzen folgen recht einfach die
beiden ersten Hauptsitze. (Das Nernstsche Theo-
rem kann natiirlich nicht geliefert werden.) Es
zeigt sich vielmehr, dafl das Ergebnis S — S,=kIlnJ
im Gegensatz zur Boltzmann-Planckschen Grund-
annahme S=FkInW steht, denn man kann das
Phasenvolumen J allenfalls (nach Normierung
mit der entsprechenden Potenz von h) als Zahl
der Realisierungsméglichkeiten fiir alle Vertei-
lungen mit einer kleineren Energie als der ge-
gebenen deuten.

Es ist bemerkenswert, dafi die hier durchge-
fiihrte Methode der Faltung kanonisch invarian-
ter Phasendichten zwanglos zur Definition von
Grofen fiihrt, die die thermodynamischen Diffe-
rentialgleichungen exakt erfiillen, die fiir eine ab-
geschlossene Geesamtheit also einen bestimmten Be-
trag haben und nicht etwa ,,statistisch* schwanken.

Zur Reduktion des Dreikorperproblems

Von PeTER MUSEN!
(Z. Naturforschg. 3 a, 360—363 [1948]; eingegangen am 11. Februar 1948)

Die Transformationstheorie des Pfaffschen Ausdruckes wird zur Reduktion des
Dreikorperproblems auf acht Koordinaten verwendet. Es wird gezeigt, dall die klassi-
schen Reduktionen kurz durch die Formierung der Pfaffschen Differentialgleichungen

fiir den passend transformierten Pfaffschen Ausdruck gewonnen werden konnen. Zum

SchluB werden die Differentialgleichungen fiir die Vektorelemente aufgestellt. Die
eingefiihrten Vektorelemente haben eine gewisse Ahnlichkeit mit den Vektorelementen,
welche Bilimowitsch in der allgemeinen Stérungstheorie benutzt hatte.

ilimowitsch?® hat die Anwendung der
Transformationstheorie des Pfaffschen Aus-
druckes n ”
o :.21 B, - dQ, +'2’1Uj duj
i= Jj=

und der zugeordneten ersten P faffschen Glei-
chungen *
1 (14b) Saulgau, Bachstrafie 4.

> A.Bilimowitsch, Astronom. Nachr. 273, Heft 4,
S. 161.

2U.
J

U,
a0, + 2 =0,

2U.
L du. =0
(7uk J

—dU,+ 2,

* Vgl.z.B.E.T. Whittaker, Analytische Dyna-
mik, Berlin 1924, XI. Kapitel.
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ZUR REDUKTION DES DREIKORPERPROBLEMS

fiir die Zwecke der astronomischen Stérungs-
theorie entwickelt.

In der vorliegenden Arbeit wird diese Theorie
zur Reduktion des Dreikorperproblems auf acht
Freiheitsgrade verwendet.

Bezeichnen wir mit m, s %0, = m, i‘i (i=1,2,38)
die Massen, die Ortsvektoren und die Bewegungs-
groBen von drei Korpern in bezug auf einen festen
Punkt, so lauten die Differentialgleichungen des
Dreikorperproblems bekanntlich:

i’; = —grad 1r‘H, fi = + grad v.H’ (1)
3 »? k¥Em.m
bl I =T
(,j=1,2,3; m,=m,x,=1,).

361

Dieses letztere System der Differentialgleichun-
gen ist kanonisch und kann folglich als das erste
Pfaffsche Gleichungssystem fiir den Ausdruck

3
= 3 v,dr,—Hdt @)

i=1
betrachtet werden. Die weitere Reduktion von (1)
besteht jetzt in der Transformation von (2) und
in der Formierung der neuen Pfaffschen Diife-
rentialgleichungen. Von besonderer Wichtigkeit
dabei ist die Moéglichkeit, ein vollstdndiges Diife-
rential fortzulassen.

Mit Riicksicht -auf die Integrale des Schwer-
punktes

kann der Pfaffsche Ausdruck (2) immer durch den Ansatz
t, = M[A4 (my + my) — Cmy] t + N[B (m, + my) —Dmy)t’,
t, = M[C (m, + my)— Am] -+ N[D(@m + my)—Bm]x"
t,=— M[Am, +Cm,) t—N[Bm, +Dm,]v, |
v, = m, K[4 (my + my) — Cm,] v +m, L[B(my, + my) — D my] v,
v, = my K[C (m, +m,) — Am] v+ my L[D (m, + m;) —Bm,]v",

0, :——.maK[Am1 + Cmy] 0 —

auf den kanonischen Ausdruck

d =vdc+v'dv'—Hdt

my L [Bm, + D m,] v’

®3)

mit zwolf skalaren Verianderlichen gebracht werden. Die notwendige Bedingung dazu ist, wie die

Methode der unbestimmten Koeffizienten zeigt,

(A—C)(B—D)ym, my + (A Bm; +CDmy)my =0.

Dem Ansatze

A =—my(m + my) " (m, + m, + m3)—1,
C= m, (m +m)"" (m, + m,+ my)~ ",
B=D=(m +my+m) "

entspricht der Fall von zwei fiktiven Jacobi-
schen Planeten P und P’; die Massen dieser Pla-
neten sind

m = m, m, (m;, + m) "t
m’ = (m, + m,) my (m; + my, + ma)—l ,

die Ortsvektoren sind r und v, die Bewegungs-

groBen sind p und v. Wir bezeichnen mit v das
Argument der Breite von P, mit r, den Einheits-
vektor und mit 7 den absoluten Betrag von t. Die
Bezeichnungen v/, x;/, 7" haben die analoge Bedeu-
tung fiir P’. Wir behalten auch die tiblichen Be-
zeichnungen fiir die astronomischen Elemente von
P und P’ in bezug auf die unverinderliche Ebene
des Systems bei:

a,e,1,Q,0,7,n,
a, e, i, Q) w/’ on'.
Mit = und <* haben wir hier die Zeiten der Perihel-

durchginge und mit n,n’ die mittleren Winkel-
geschwindigkeiten bezeichnet.
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Die Differentialgleichungen der Bewegung der
fiktiven Jacobischen Planeten lassen die Flachen-
integrale zu, welche wir in der folgenden Form
niederlegen:

mr2|t, cosi 4 m'r? |1, cosi'’=K, (K= const)
mrﬂr.olsini—m’r’”réisin ‘=0, 4)

Q= Q1 180°.

Um jetzt das Dreikdrperproblem auf ein System
mit nur acht Freiheitsgraden zu bringen, miissen
wir die Koordinaten der drei Kérper so wéhlen,
daBl der Ausdruck

vdr + v dt’

durch dieSumme von nur vier Gliedern dargestellt
wird.

Aus geometrischen Griinden kénnen wir unmit-
telbar einsehen, dafl

odr+ v'dt'=m (% dr + rtlr,| ldr(,!)

+ m' (% dr' + 2|ty \dr{,!)
und
\dyy| = du 4 cos i dQ, |drj| = du’ 4 cos i’ dQ’

mit Riicksicht auf (4) und daB nach der Vernach-
lassigung von KdQ der Pfaffsche Ausdruck auf
folgende Form gebracht wird:

b :m%dr—{—mr’z t,| du

4+ m! OZt dr' 4+ m' 2 ¢! du' — H dt .

P. MUSEN

Daraus erkennt man, dafl wir den Pfaffschen
Ausdruck auf die kanonische Form mit nur acht
Verinderlichen bringen konnen, wenn wir fiir
diese Verianderlichen die R adauschen Koordi-
naten

dr - dr’

/

])1:’"'ﬂ7 pz—m”dt—’

/

=7, Qo — 1T,

——— P = 2.

ps =mr 1r01, p, = m'r'® |,
— — /

95 — U, 9y — U

der drei Korper wihlen. Fiir diese Koordinaten
nimmt ® die Gestalt:

D = ¢, 49, + py 495+ p; dgs + p, dg,— H dt

an, und die entsprechenden Pfaffschen Gleichun-
gen lauten:

dp, L JH  dg, _ JH
= = 7

dt Jdg, | dt
Um die Gleichungen fiir die kanonischen
Delaunayschen Elemente
L=mVpa, G=mVwua(l—e),
L'=mVYua, G = m' Y wa' (1 —e?),
l=n(t—17), 9=w, w==Ek(@m +m,),
UV'=n'({t—7'), 9 = w', p' =k (m 4 m, -+ my)

zu erhalten, stellen wir die erste der Gln. (4) in
der Form

(k=1,2,3,4).

G cosi+ G'cosi’ =K 5)

dar und bemerken folgendes: in der Abhandlung
von Bilimowitsch?*befindet sich in der impli-
ziten Form die Formel

2
@:GcosidQ+Gdg+Ldi—(§EEQ—-{—H)dt, ®)

welche fiir den Fall von nur einem gestorten Planeten gilt. Diese Formel 148t sich offensichtlich, mit
Riicksicht auf (5), fiir unseren Fall folgendermaflen anschreiben:

®=Gdg+Ldl +Gdg+ L'dl—Fat, )

2 2

v

v
F=5p tepntH

* A.Bilimowitsch? S.171.

7,2 — ma ‘u2, ,VIZ — mla ‘ulz.
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Daraus folgt sofort das System der achten Ordnung*:

d6 __OH dL_ oM A _ OH  d_ o
A . =+ %5 w=t+ar
aG’ JH L' JH _d_g_’_ (7_H d_l’ JH
P Vi T A =T
Jetzt fithren wir die folgenden Vektoren ein:
€ =Ct, C=4a, D=we (i cosw -+ ] sin w), CE=d+7C€, )]
@/ — ¥ E, ¢ = G/, @/ — (i CcoS w/ + 1 sin (,UI) , @/ @/ + T @/ (8/)

wobei (i, i, f) die Grundvektoren des unveréinderlichen orthogonalen Dreikantes bedeuten. Mit Hilfe -
dieser Vektoren laBit sich der Ausdruck (7) in zwei, getrennte Ausdriicke zerlegen:
D2

2 2
g/ — DI2 ((‘Sl @/ d@l)_l;p—c—p ar’ '—th (9/)

Dem Ausdrucke (9) entsprechen aber die Milankowitschschen® Differentialgleichungen

(é:+[(:_s:,grad F] 4+ [®D,grad  F] =0,
o ok

D + [D, grad, F'J+ [(S gradg F]— 5

Dgradyg F =0.

@_‘07 dt+D2

Die Transformation dieser Gleichungen auf die neuen Veridnderlichen € und € fiihrt, wie eine leichte
Rechnung zeigt, mit Riicksicht auf (8) und auf die Gleichung
IF

rad, F = —~ §
zu den Gleichungen grate aC

2C (€6, grad F) =0, € + 0 (6, 1] + [, grad F] = 0,

(10)
2
=506+ (52— CF) + e.a.
Dabei ist
D =|[6,f],
und mit grad F ist der partielle, nach € genommene Gradient bezeichnet. Analog erhalten wir auch
. 2 ,
2O gt ) =0, Gt 18 1) + [, grad F] = 0. (10"

Die Gln. (10) und (10’) sind in bezug auf die Komponenten von € und € symmetrisch und stellen
auch eine Reduktion unseres Problems auf acht Freiheitsgrade dar.

5 Poincaré, Methodes nouvelles, 1892, S. 38. 6 Milankowitsch, Bull. Acad. roy. Belgrad
6 [1939].



